REVISIONS RECURRENCE

Exercices

nmt)@ntD)  avec S, = Yo k%

Soit P la propriété « S,, =
Montrons que P est vraie pour tout entier natureln > 1.
Initialisation

Vérifions que P est vraie pourn = 1.
D’une part,ona:

D’autre part,ona:

6 6 6
On a bien:

11+ D@+ 1)
1 6

Donc P est vraie pourn = 1.

Hérédité

Supposons que P est vraie pour n = k' avec k' = 1 un entier.
Montrons que P est vraie pourn = k' + 1.

k'(k'+1)(2k'+1)
e

4 ! ! 4 ! 4
Montrons que S/, , = (k'+1)(k +22(2(k +1)+1) _ (k'+1)(k 22)(21« +3).

Autrement dit, supposons que S/ =

K+ DK +1)
K= 6

et Sk,+1 = Sk’ + (k, + 1)2

k'(k" + 1)(2k' + 1) ,
Sk's1 = . + (k' + 1)




E'(k"+ 12K+ 1) + 6(k" + 1)?
Sk’+1 = 6

(k" + D(k' 2k + 1) + 6(k' + 1))
Sk's1 = 6

(k' + (2K + k' + 6k’ +6)

Sk’+1 = 6
(k' +1)(2k"* + 7k’ +6)
Sk’+1 = 6

(k' +2)2k' +3) =2k'* + 3k’ + 4k’ + 6 =2k'* + 7k’ + 6

(k" +1)(k"+2)2Kk" + 3)
Sk’+1 = 6

Donc P est vraie pourn = k' + 1.

Conclusion
On sait que P est vraie pour n = 1 et si P est vraie pour n = k' avec k' = 1 un entier alors P est vraie

pourn = k' + 1, donc P est vraie pour tout entier natureln > 1.
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Exercice 5

Soit f la fonction définie par f(z) = 1 1
-z

pour tout z # 1.

n!

(S ou () désigne la dérivée ni®me de f et

Démontrer que, pour tout entier n > 1, £ (z) =
nl=1%Xx2x3X...Xn.

Soit la P la propriété a démontrer.
Montrons par récurrence que P est vraie pour toutn > 1.

Initialisation
Montrons que P est vraie pourn = 1.

D’une part :
, _ —(-1) _ 1
=g = a—wr

D’autre part :
1! _ 1
(1 —x)1+1 - (1-x)2

Donc:
1!

f'(x) =m

Donc P est vraie pourn = 1.

Hérédité :
Supposons que P est vraie pour n = k montrons que P est vraie pourn = k + 1.

Autrement dit, supposons que :
(n)( ) n! | 1
X)=—————=nlX—m—
f (1 — x)n*1 (1 — x)n*1

Montrons que :

nt (n+ 1!
A
Ona:
f(n)(X) =nlX m

—-n+1DA-x)"x(-1)

f(n+1)(x) =n! % =)

nxmn+1)(1-x)"
(1 — x)2n+2

FOD () =
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(n+ D!

f(n+1) (x) — W

Donc P est vraie pourn = k + 1.
Conclusion

On sait que P est vraie pour n = 1 et si P est vraie pour n = k alors P est vraie pourn = k + 1, donc
P est vraie pour tout entier natureln > 1.
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Exercice 2

Démontrer par récurrence que pour tout entiern > 1,ona:

S, =3 K =134y gt = MO
k=1 4
2 2
Soit P la propriété « S, = = (Tl) » avec S, = Yo k3.

Montrons que P est vraie pour tout entier natureln > 1.

Initialisation
Vérifions que P est vraie pourn = 1.
D’une part,ona:

D’autre part,ona:
12(1 + 1)? _1x4
4 4

On a bien:
_ 12(1 + 1)?
te 4
Donc P est vraie pourn = 1.

Hérédité

Supposons que P est vraie pour n = k' avec k' = 1 un entier.
Montrons que P est vraie pourn = k' + 1.

) k" (k' +1)°

Autrement dit, supposons que S;r = %,

_ (K'+1)°(k'+2)°
Montrons que Sy/,; = " :

k(K +1)?

Sk’ 4

k' (k' + 1)2
Sk'41 = 4 + (k' +1)°

kK2(k' + 1)2 + 4(k' + 1)3
Sk’+1 = 4

(k' + 1)? (k'2 + 4k’ + 1))
Sk’+1 = 4

(k' + 12k + 4k’ + 4)
Sk’+1 = 4
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(k' + 12k’ + 2)?
Skl+1 = 4

Donc P est vraie pourn = k' + 1.

Conclusion
On sait que P est vraie pour n = 1 et si P est vraie pour n = k" avec k' > 1 un entier alors P est vraie
pourn = k' + 1, donc P est vraie pour tout entier naturel n > 1.

6  REVISIONS RECURRENGE




@Wﬂ\éﬂv\aﬂw@ g

Exercice 3 - Devoir 1
UU = 5

Soit (v, ) la suite définie par: )
(“n) P { 1=0,8¢, +10

Yn

1. Montrer par récurrence que pour tout n de N, ¢, <50.

Soit P la propriété u,, < 50.

Initialisation

Uy =5<50
Donc P est vraie aurangn = 0.
L’initialisation est vérifiée.
Hérédité
Supposons que P soit vraie au rang n = k. Montrons que P est vraieaurangn = k + 1.

u, <50
0,8u; < 0,8 x50
0,8u;, < 40

0,8u, +10 <40+ 10
Comme uyy4q = 0,8u, +10,0na:
uk+1 < 50

Donc si P est vraie au rangn = k, alors P est vraieaurangn = k + 1.
L’hérédité est vérifiée.

Conclusion
On sait que P est vraie au rang n = 0, de plus, si P est vraie au rang k alors P est vraie aurang k + 1,
donc P est vraie pour tout entier n.
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Exercice 4
(up) est la suite définie par uy = O et pour tout entier naturel n, Uy41 = Uy + 2n + 2.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = n(n + 1). “Q’

Montrons que pour tout entier naturel n, u,, = n(n + 1).
B ——— ——

Propriété a démontrer

Initialisation
Uy =0et0(0+1) =0doncuy=00+1)

La propriété est vraie au rangn = 0.
Hérédité
Supposons que la propriété est vraie au rang n = k, avec k € N, montrons que la propriété est vraie

aurangn =k + 1.

Je sais que, d’aprés mon hypothése de récurrence, u;, = k(k + 1).
Je cherche a montrer que la propriété est vraie pour k + 1, doncu;; = (k+ 1)(k + 2).

Propriété a démontrer
Upyq = Uy + 2k + 2 D’apres la définition de la suite.
Ug+1 = k(k + 1) + 2k + 2 D’aprés I'hypothese d’hérédité
Uppr = k(k+1)+2(k+1)
Upsr = (K +1)(k +2)

Donc la propriété est vraieaurangn = k + 1.
Conclusion

La propriété est vraie au rang n = 0, de plus, si elle est vraie a un certain rang, alors elle est vraie au
suivant, donc la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
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Exercice 5
Démontrer que pour tout entier naturel n, 7" — 1 est divisible par 6.

Initialisation
7° —1 =00r 0 x 6 = 0 donc O est bien divisible par 6.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité
On suppose que P est vraie au rang n = k, montrons que P est vraieaurangn = k + 1.

Comme 7% — 1 est divisible par 6, il existe un entier a tel que 7% — 1 = 6a.

7% —1 = 6a
7(7% —1) =7 x 6a
7kt 7 =7 X 6a

7¥*1 1 -6=7X%X6a
7¥1 1 =7%x6a+6
7kl 1 =6x(7a+1)

Comme a est un entier, alors 7a + 1 est aussi un entier, donc 7¥*1 — 1 s’écrit sous la forme d’un
produit entre 6 et un entier, donc il est divisible par 6.
La propriété est donc vraieaurangn = k + 1.

Conclusion
La propriété est vraie au rang n = 0, de plus, si elle est vraie a un certain rang, alors elle est vraie au
suivant, donc la propriété est vraie pour tout entier naturel n.




