
   

 
 
 
 

						

 

1 Révisions Récurrence 

Mathématiques 
 

 
 

Révisions Récurrence 
 

Exercices 

 
 

Soit P la propriété « 𝑆! =
!(!#$)(&!#$)

'
 » avec 𝑆! = ∑ 𝑘&!

()$ . 

 
Montrons que P est vraie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1. 
 
Initialisation 
Vérifions que P est vraie pour 𝑛 = 1. 
D’une part, on a :  

𝑆$ = (𝑘&
$

()$

= 1& = 1 

D’autre part, on a :  
1(1 + 1)(2 + 1)

6
=
1 × 2 × 3

6
=
6
6
= 1 

On a bien :  

𝑆$ =
1(1 + 1)(2 + 1)

6
 

Donc P est vraie pour 𝑛 = 1. 
 
Hérédité  
Supposons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* avec 𝑘* ≥ 1 un entier. 
Montrons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* + 1. 

Autrement dit, supposons que 𝑆(! =
(!+(!#$,+&(!#$,

'
, 

Montrons que 𝑆(!#$ =
+(!#$,+(!#&,+&+(!#$,#$,

'
= +(!#$,+(!#&,+&(!#-,

'
. 

 

𝑆(! =
𝑘*(𝑘* + 1)(2𝑘* + 1)

6
	𝑒𝑡	𝑆(!#$ = 𝑆(! + (𝑘* + 1)& 

 

𝑆(!#$ =
𝑘*(𝑘* + 1)(2𝑘* + 1)

6
+ (𝑘* + 1)& 
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𝑆(!#$ =
𝑘*(𝑘* + 1)(2𝑘* + 1) + 6(𝑘* + 1)&

6
 

 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)3𝑘*(2𝑘* + 1) + 6(𝑘* + 1)4

6
 

 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)32𝑘*& + 𝑘* + 6𝑘* + 64

6
 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)32𝑘*& + 7𝑘* + 64

6
 

 
(𝑘* + 2)(2𝑘* + 3) = 2𝑘*& + 3𝑘* + 4𝑘* + 6 = 2𝑘*& + 7𝑘* + 6 

 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)(𝑘* + 2)(2𝑘* + 3)

6
 

 
Donc P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* + 1. 
 
Conclusion  
On sait que P est vraie pour 𝑛 = 1 et si P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* avec 𝑘* ≥ 1 un entier alors P est vraie 
pour 𝑛 = 𝑘* + 1, donc P est vraie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1. 
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Exercice 5 

 
Soit la P la propriété à démontrer.  
 
Montrons par récurrence que P est vraie pour tout 𝑛 ≥ 1. 
 
Initialisation 
Montrons que P est vraie pour 𝑛 = 1. 
 
D’une part : 

𝑓*(𝑥) =
−(−1)
(1 − 𝑥)&

=
1

(1 − 𝑥)&
 

D’autre part : 
1!

(1 − 𝑥)$#$
=

1
(1 − 𝑥)&

 

Donc : 

𝑓*(𝑥) =
1!

(1 − 𝑥)$#$
 

Donc P est vraie pour 𝑛 = 1. 
 
Hérédité : 
Supposons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘 montrons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘 + 1. 
Autrement dit, supposons que : 

𝑓(!)(𝑥) =
𝑛!

(1 − 𝑥)!#$
= 𝑛! ×

1
(1 − 𝑥)!#$

 

Montrons que : 

𝑓(!#$)(𝑥) =
(𝑛 + 1)!
(1 − 𝑥)!#&

 

On a : 

𝑓(!)(𝑥) = 𝑛! ×
1

(1 − 𝑥)!#$
 

𝑓(!#$)(𝑥) = 𝑛! ×
−(𝑛 + 1)(1 − 𝑥)! × (−1)

((1 − 𝑥)!#$)&
 

𝑓(!#$)(𝑥) =
𝑛! × (𝑛 + 1)(1 − 𝑥)!

(1 − 𝑥)&!#&
 

 

𝑔(𝑥) =
1

(1 − 𝑥)!#$
=
1
𝑣

 

𝑔*(𝑥) =
−𝑣*

𝑣&
 

𝑣 = (1 − 𝑥)!#$ = 𝑢. 

𝑣* = 𝑚𝑢./$ × 𝑢* 
𝑣* = (𝑛 + 1)(1 − 𝑥)! × (−1) 
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𝑓(!#$)(𝑥) =
(𝑛 + 1)!
(1 − 𝑥)!#&

 

Donc P est vraie pour 𝑛 = 𝑘 + 1. 

 
Conclusion  
On sait que P est vraie pour 𝑛 = 1 et si P est vraie pour 𝑛 = 𝑘 alors P est vraie pour 𝑛 = 𝑘 + 1, donc 
P est vraie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1. 
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Exercice 2 

 
Soit P la propriété « 𝑆! =

!"(!#$)"

0
 » avec 𝑆! = ∑ 𝑘-!

()$ . 

Montrons que P est vraie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1. 
 
Initialisation 
Vérifions que P est vraie pour 𝑛 = 1. 
D’une part, on a :  

𝑆$ = (𝑘-
$

()$

= 1- = 1 

D’autre part, on a :  
1&(1 + 1)&

4
=
1 × 4
4

= 1 

On a bien :  

𝑆$ =
1&(1 + 1)&

4
 

Donc P est vraie pour 𝑛 = 1. 
 
Hérédité  
Supposons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* avec 𝑘* ≥ 1 un entier. 
Montrons que P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* + 1. 

Autrement dit, supposons que 𝑆(! =
(!"+(!#$,"

0
, 

Montrons que 𝑆(!#$ =
+(!#$,"+(!#&,"

0
. 

𝑆(! =
𝑘*&(𝑘* + 1)&

4
	𝑒𝑡	𝑆(!#$ = 𝑆(! + (𝑘* + 1)- 

 

𝑆(!#$ =
𝑘*&(𝑘* + 1)&

4
+ (𝑘* + 1)- 

 

𝑆(!#$ =
𝑘*&(𝑘* + 1)& + 4(𝑘* + 1)-

4
 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)& ?𝑘*& + 4(𝑘* + 1)@

4
 

𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)&3𝑘*& + 4𝑘* + 44

4
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𝑆(!#$ =
(𝑘* + 1)&(𝑘* + 2)&

4
 

 
Donc P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* + 1. 
 
Conclusion  
On sait que P est vraie pour 𝑛 = 1 et si P est vraie pour 𝑛 = 𝑘* avec 𝑘* ≥ 1 un entier alors P est vraie 
pour 𝑛 = 𝑘* + 1, donc P est vraie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1. 
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Exercice 3 - Devoir 1 

 
 
Soit P la propriété 𝑢! < 50. 
 
Initialisation  

𝑢1 = 5 < 50 
Donc P est vraie au rang 𝑛 = 0. 
L’initialisation est vérifiée. 
 
Hérédité 
Supposons que P soit vraie au rang 𝑛 = 𝑘. Montrons que P est vraie au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 

𝑢( < 50 
0,8𝑢( < 0,8 × 50 
0,8𝑢( < 40 

0,8𝑢( + 10 < 40 + 10 
Comme 𝑢(#$ = 0,8𝑢( + 10, on a : 

𝑢(#$ < 50 
 
Donc si P est vraie au rang 𝑛 = 𝑘, alors P est vraie au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 
L’hérédité est vérifiée. 
 
Conclusion 
On sait que P est vraie au rang 𝑛 = 0, de plus, si P est vraie au rang 𝑘 alors P est vraie au rang 𝑘 + 1, 
donc P est vraie pour tout entier 𝑛.  
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Exercice 4 

 
 
Montrons que pour tout entier naturel 𝑛, 𝒖𝒏 = 𝒏(𝒏 + 𝟏)IJJJJKJJJJL. 

 
Initialisation  

𝑢1 = 0	𝑒𝑡	0(0 + 1) = 0	𝑑𝑜𝑛𝑐	𝑢1 = 0(0 + 1) 
 
La propriété est vraie au rang 𝑛 = 0. 
 
Hérédité 
Supposons que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝒌, avec 𝑘 ∈ ℕ, montrons que la propriété est vraie 
au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 
 
Je sais que, d’après mon hypothèse de récurrence, 𝒖𝒌 = 𝒌(𝒌 + 𝟏). 
Je cherche à montrer que la propriété est vraie pour 𝑘 + 1, donc 𝒖𝒌"𝟏 = (𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)+,,,,,,-,,,,,,.. 

 
𝑢(#$ = 𝒖𝒌 + 2𝑘 + 2 

𝑢(#$ = 𝒌(𝒌 + 𝟏) + 2𝑘 + 2 
𝑢(#$ = 𝑘(𝒌 + 𝟏) + 2(𝒌 + 𝟏) 
𝑢(#$ = (𝒌 + 𝟏)(𝑘 + 2) 

 
Donc la propriété est vraie au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 
 
Conclusion 
La propriété est vraie au rang 𝑛 = 0, de plus, si elle est vraie à un certain rang, alors elle est vraie au 
suivant, donc la propriété est vraie pour tout entier naturel 𝑛. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Propriété à démontrer 

D’après l’hypothèse d’hérédité 

D’après la définition de la suite. 

Propriété à démontrer 
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Exercice 5 

 
 
Initialisation  
71 − 1 = 0	𝑜𝑟	0 × 6 = 0	donc 0 est bien divisible par 6. 
Donc la propriété est vraie pour 𝑛 = 0. 
 
Hérédité  
On suppose que P est vraie au rang 𝑛 = 𝑘, montrons que P est vraie au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 
 
Comme 7( − 1 est divisible par 6, il existe un entier 𝑎 tel que 7( − 1 = 6𝑎. 
 

7( − 1 = 6𝑎 
737( − 14 = 7 × 6𝑎 
7(#$ − 7 = 7 × 6𝑎 

7(#$ − 1 − 6 = 7 × 6𝑎 
7(#$ − 1 = 7 × 𝟔𝑎 + 𝟔 
7(#$ − 1 = 𝟔 × (7𝑎 + 1) 

 
Comme 𝑎 est un entier, alors 7𝑎 + 1 est aussi un entier, donc 7(#$ − 1 s’écrit sous la forme d’un 
produit entre 6 et un entier, donc il est divisible par 6. 
La propriété est donc vraie au rang 𝑛 = 𝑘 + 1. 
 
Conclusion 
La propriété est vraie au rang 𝑛 = 0, de plus, si elle est vraie à un certain rang, alors elle est vraie au 
suivant, donc la propriété est vraie pour tout entier naturel 𝑛. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


