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LES NOMBRES COMPLEXES

Récapitulatif de cours

Ensemble C : les Nombres Complexes

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

R c C.
Les regles des additions et des soustractions dans C sont les mémes que dans R.
Dans C, il existe un nombre noté i tel que i = —1.

Tout élément z € C s'écrit de maniére unique sous laforme z = a + ib aveca, b € R.

- L'écriture a + ib est appelée la forme algébrique de z.
> Le nombre a est la partie réelle, on note Re(z) = a.
> Le nombre b est la partie imaginaire, on note Im(z) = b.

“» Si b = 0 alors z est un nombre réel.
*» Sia = 0 alors z est un nombre imaginaire pur.

Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la
méme partie imaginaire.

Autrement dit :
Soientz,z' € Ceta,b,a’,b' € Rtelsquez=a+ibetz =a’ +ib'.

z=2z ©a=detb=0>b

Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
nulles.

Autrement dit :
Soitz€ Ceta,b € Rtelsquez = a + ib.

z=0&a=0etb=0




Le conjugué d’un nhombre complexe

Soitz€ Ceta,b € Rtelsquez =a + ib.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté z de forme algébrique a — ib.

Soientz,z' € C,n € N*eta,b € Rtelsque z = a + ib.

Z=1z z+z =z2+7 ZX7Z =Zx7

. 1 1 Z V4

m=7" <—)=: avecz + 0 (—,)=:,avecz’¢0
Z Z Z Z

zestunréel >z =72z
z est un imaginaire pur & z = -z
zZ = a® + b?

Pour tous nombres complexes a et b et pour tout entier natureln = 1,ona:
n_ (M n_y (M, n-1 N\ n-2,2, .. n n-1 4 (M n
(a+b) —(O)a +(1)a b+(2)a b + +(n_1)ab +(n)b
Représentation dans le plan

Soienta, b € R.

Tout nombre complexe z = a + ib, peut étre associé a une image, le point M (a ; b) et le

vecteur w de coordonnées (a ; b).

On nomme z 'affixe de M et I’affixe de W.

On note M(z) et W(=2).

Soient M(z,,) et N(zy) deux points du plan et 1(z) et ¥(z") deux vecteurs du plan.

Le vecteur MN a pour affixe zy — zy.
Le vecteur U + ¥ a pour affixe z + z'.
Le vecteur ku, k réel, a pour affixe kz.

Le milieu I du segment [MN] a pour affixe z; = ZMtIN




Soitz€ Ceta,b € Rtelsquez = a + ib.
On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z|, égal a Va2 + b2.

|z|? = zz Z| = |z] |—z| = |z|

Soientz,z' € Ceta,b,a’,b’' € Rtelsquez=a+ibetz' =a’ +ib'.

, , 1 1 z, |z|
2] = |zl|7 27| = |2|" L=+ o=
zl  |z| z |Z'|
Soit un point M d'affixe z non nulle.
On appelle argument de z, noté arg(z) une mesure, en radians, de I'angle (17 ; O_M)
z est un nombre réel & arg(z) = 0[n].
z est un imaginaire pur & arg(z) = %[n].
arg(z) = —arg(z)
arg(—z) =arg(z) +n
Soient z,z' € C.
arg(zz') = arg(z) + arg(z") arg(z") =narg(z)
1 4 /
arg <;) = —arg (z) arg (;) =arg (z) —arg (z)
Soient M, N et P trois points deux a deux distincts du plan d'affixes respectives zy;, zy et zp.
. S, c—a
AB = |b — a| (u;AB) = arg(b — a) (AB; AC) =arg(b_a)

Forme Trigonométrique

Soitz € C*eta,b € Rtelsquez = a + ib. On pose : 0 = arg (z)
Onaalors:a =|z|cos@ et b =|z|sind.

La forme trigonométrique de z est :
z = |z|(cos @ + i sin )




Soit a et b deux nombres réels quelconques.
cos(a—b) = cosacosh +sinasinb
cos(a+ b) = cosacosbh —sinasinb
sin(a — b) = sinacosb —cosasinb
sin(a + b) =sinacosbh + cosasinb
cos(2a) = cos?a —sin*a =2cos?a—1=1-2sin’a

sin(2a) = 2cosasina

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1.

L’ensemble des points du plan complexe (0, u, ¥) dont I'affixe appartient au cercle

trigonométrique est noté U.
Soit z = a + ib un nombre complexe appartenant a U. On a alors a® + b? = 1.
Forme Exponentielle
Soit0 € R,ona: e =cosO +isinb.
La forme exponentielle d’'un nombre complexe z non nul de module r et d'argument 6 est z = re'?

Soient 8,8’ € R,ona:

elfeld — oi(6+6') — =i

Vo0 eRetVvn eN:

(eie)“ — eind
Ou encore :
(cos 0@ + isin @)™ = cos(n@) + isin(nh)

vo,0 eR:
. elf 1 o—if o elf -i0
cosg=—— sin@ = ——
2 21
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Racine n-ieme
Une racine n-iéme de I'unité est un nombre complexe z vérifiant z" = 1 avecn € N*,

.2km
L’ensemble U,, des racines de I'unité posséde exactement n racines w, = e" ' n , avec k entier compris

entre0etn — 1.
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Exercices
Exercice 1
Soient z = 3 + 4i,z' = —2 + i respectivement les affixes de M et M’
Calculer la longueur MM’.
Exercice 2
A3 —10) B(—2i) C(2+2i)

_ | Calculer AB, AC et BC.

~ . Quelle est la nature du triangle ABC ?

Exercice 3
On considére les points A(V8 — iV/8), B(—4i) et C(4).

© . Déterminer les distances OA, OB et OC.
~ Que peut-on en déduire ?

Pour plus d’exercices, n’hésitez pas a visiter mon site.

poppy-sciences.com
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Corrigés

Exercice 1

Soient z = 3 + 4i,z' = —2 + i respectivement les affixes de M et M’.

Calculer la longueur MM’.

M(3,4) et M'(—2,1)
= (720)= )

MM’ =/(-5)2 + (-3)2 = V25 +9 = V34

MM' = |z' —z|
MM' = |(-2+1i) — (3 +4i)|
MM’ =|-2+i—3— 4]

MM’ = |-5—3i|
MM’ =/(=5)2 + (-3)2 = V25 +9 = V34

Exercice 2

A3 —1i) B(—2i) C(2 + 2i)

Calculer AB, AC et BC.

A(3,—1) et B(0,-2)
AB = (—20—_(3—1)) = (j)

AB = (=37 + (-D? =9+ 1 =10




AB = |zg — z4|
AB = |(=2i) — (3 —1)|
AB =|-2i -3+
AB =|-3—]

AB=\[(-37 + (-D? =9+ 1 =10

A(3,—1) et C(2,2)
AC = (2 3E—31)) = (_31)

AC = ||AC|| = V(=12 + 3)2 =V1+ 9 = V10

AC = |z¢ — zy|
AC =2+ 2i)— (B -1
AC=12+2i-3+1|
AC =|-1+3i|
AC = (=12 +(3)2=V1+9 =410

B(0;-2)etC(2;2)
BC = (2 3E—OZ)) = (42;)

BC =+/22+42 =4+ 16 =20

BC = |z¢ — zp|
BC = |2+ 2i — (—2i)|
BC =2 + 2i + 2i|
BC = |2 + 4i|

BC =+/22+42 =4+ 16 =20




Quelle est la nature du triangle ABC ?

2 2
AB%2 + AC2 =10 +V10 =10+ 10 =20
BC? =20 = 20

On sait que dans le triangle ABC, AB? + AC? = BC?.
D’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, on conclut que le triangle est rectangle en A.

De plus, AB = AC donc le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
Exercice 3
On considere les points A(v/8 — iv/8), B(—4i) et C(4).

Déterminer les distances OA, OB et OC.

0A=|V8—iV8|= VB +V8 =V8+8=116=4
OB = |—-4i| =4
oC =14 =4
Que peut-on en déduire ?

Comme A, B et C sont équidistant au point O, on déduit qu’ils sont tous les trois sur le cercle
de centre O et de rayon 4.

Pour plus d’exercices, n’hésitez pas a visiter mon site.
poppy-sciences.com
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